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I. Applications linéaires, Rang d’une famille de vecteurs

Exercice 1
On considere les applications:
fii(ry) ER?— (v +y+12,y) €RY
fo:(z,y,2) ERP— 2z — 2,y + 2) € R
fz:(2,y) € R? — (zy,2 —y) € R
fii(r,y,2) eERP— 2 +y+22€R;
f5 Pe RQ[X] — P — (X — 2)Pl € RQ[X],
fo: P € R3[X]| — (P(—1), P(0),P(1)) € R3.
1) Parmi les applications fi1, fa, f3, f1, préciser lesquelles qui sont linéaires.
2) Pour celles qui sont linéaires, déterminer une base du noyau et une
base de l'image. En déduire leur rang. Ces applications sont elles
injectives? surjectives? bijectives?

Exercice 2

Soit E' un K—ev et f € Lg(F) nilpotent, c¢’est-a-dire qu’il existe
ne N tel que f" = fofo...of =0,k

Montrer que Idg — f est un automorphisme de F, et déterminer son
automorphisme réciproque.

Exercice 3
Soit Fun K—evet f,g € Li(F).
1) Montrer que go f =0 <= Imf C Kerg.
2) Comparer Kerg N Kerf et Ker(f + g).
3) Comparer Imf + Img et Im(f + g).
4) Comparer Kerf et Kerf? puis Imf et I'm f?
5) Montrer les équivalences suivantes:
(a) KerfNImf ={0g} < Kerf*= Kerf.
(b) E=1Imf + Kerf <= Imf = Imf>.

Exercice 4

1) Déterminer le rang des familles de vecteurs suivantes de R* :
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(a) (uy,ug,u3) avec w3 = (1,1,1,1), uy = (1,—1,1,—-1), ug =
(1,0,1,1).

(b) (v1,v2,v3,v4) avec v = (1,1,0,1), vo = (1,—1,1,0), v3 =
(2,0,1,1), vy = (0,2, —1,1).
2) Soit £ = Rl — 1,1[: le R—ev des fonctions définies sur | — 1,1[ &
valeurs dans R. On considere dans F les fonctions:

SV e e e
Calculer le rang de la famille (fi, fa, fs, f1)-

Exercice 5
Soit F un K —ev de dimension n € N* et f,g € L (F).
1) Montrer ’équivalence:

Kerf =Imf < f? = Oz, (m) et n=2rg(f).
2) Supposons que rg(f?) = rg(f). Montrer que:
(a) Imf?=Imf et Kerf*= Kerf.
(b) Imf et Kerf sont supplémentaires dans E.
3) Supposons que f + g est bijectif et go f = 0z, ().
Montrer que rg(f) +rg(g) =
4) Supposons que ¢° = O, (). Montrer que rg(g) + rg(g*) < n.

II. Opérations sur les matrices

Exercice 6
On considere les matrices suivantes:

12 0 1 0 -1 1 -2 2
A=(2 3 -1|,B=|20 4|, C=(1 1|, D=|1]etE=(01 2).
10 0 1 0 —2 3 1 3

1) Calculer lorsque cela est bien définie les produits de matrices suiv-
ants: AB, BA, AC,CA,AD,AE,BC,BD,BE,CD,DFE et DEA.

2) Calculer (A —2B)C, 'C.A, 'C.B et 'C(*A —2'B) avec 'M désigne
la matrice transposée de M.

Exercice 7

N ) 2 1 . .
On considere la matrice: A = 1 1) Trouver toutes les matrices a

coefficients réels X, X’ telles que: AX = A et X'A = A.

Exercice 8
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On considere les matrices: A= [0 1 1| et B=A— I;.
0 01

Calculer B™ pour n € N. En déduire A" pour n € N.
Exercice 9

On considere la matrice: A =

o O =
O~ N
_ N W

1) Calculer A™ pour n € N.
2) On considere les suites récurrentes suivantes:

Up = Up—1 + 20p_1 + 3Wp_1, Vp = Up_1 + 2Wy_1, Wy = Wy_1.

Calculer les termes u,, v, et w, en fonction de ug, vy, wy et n.
Exercice 10

On considere la matrice: A =

(R -

11
01
10
1) Calculer A? et vérifier que A% = A + 21;.

2) En déduire que A est inversible puis calculer son inverse.
3) Retrouver I'inverse de A en utilisant la méthode de Gauss.

Exercice 11
Dans M (R), on considere la matrice: J = (

F={AecMyR)/ JA=AJ}.

1) Calculer J? et conclure.

2) Montrer que F' = Vect{(I5,J)}. En déduire une base et la dimension
de F.

1/2 3/4
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I1. Application linéaire et Matrice

Exercice 12

On considere les deux applications linéaires: f : (z,y) € R? —
(4 2y, 2% — y, 2z + 3y) € R? et
g:(r,y,2) ER3— (x — 2y + 2,2z +y — 32) € R%

Notons B = (ey, e2) et By = (f1, f2, f3) les bases canoniques de R? et
R3.
1) Déterminer les matrices de f, g, fog, gof dans les bases canoniques
de leurs espaces de définition respectifs. En déduire les expressions de

(fog)(z,y,2) et (go f)(z,y,2).
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2) On considere les vecteurs: €| = ey, €, = e1—eq, f| = f1, f} = fi+ /e
et f?/) = fl + f2 + f3- Montrer que B = (6/176/2) et Bi = (f{af&fé) sont
des bases de R? et R? respectivement.

3) Donner la matrice de passage P de la base B a la base B’ puis la
matrice de passage ) de la base B a la base B;.

4) Donner la matrice de f dans les B’ et B; puis dans les bases B’ et
B} et enfin celle de g dans les bases B} et B'.



